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Abstract 

The main results of this paper are the constructions, both 
rigourous and intuitive, of the intrinsic extension of the set of non 
négative integers N and the smahest over-field of M set which is 
continue. 



Introduction 

Les Analyses Non Standard de A.Robinson [1,2,3] et de J.H.Conway 
[4] sont aujourd'hui assez bien connues et la nouvelle Analyse Non 
Standard qui est ici présentée vise les mêmes objectifs que ces deux 
théories mathématiques : 

Compléter la droite numérique standard par des 
éléments infiniment grands et infiniment petits, en con- 
servant l'essentiel de ses propriétés. 

Le niveau technique de cette troisième théorie mathématique est 
très simple, beaucoup plus simple que celle des deux autres théories 
et l'on doit s'en expliquer dans cette introduction. 

La Théorie des nombres hyperréels de A.Robinson est réputée 
difficile [2,3], sans doute parce qu'il s'agit de prouver par des ar- 
guments purement logiques l'existence d'un sur-espace de M qui 
soit un corps archimédien, totalement ordonné depuis l'infiniment 
petit jusqu'à l'infiniment grand. 
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En particulier, on ne connaît aucun de ces "hyper naturels" 
uj, on sait seulement qu'ils "existent" et d'une certaine manière, 
tout se passe comme lorsque l'on travaille avec des lettres, on 
n'en connaît pas la valeur. Ici, l'indétermination est très limitée 
puisqu'un seul nombre va permettre d'exprimer tous les autres 
(cf. le Théorème 3.16). 

A l'opposé de cette approche formaliste de A.Robinson en Ana- 
lyse Non Standard, on construit ici explicitement dans la Première 
Partie un sur-anneau de R qui n'est pas archimédien, dans la 
Deuxième Partie un nouvel ensemble de nombres entiers infini- 
ment grands mais pas infinis et dans la Troisième Partie, un sur- 
espace noté O de ces deux structures qui possède toutes les pro- 
priétés voulues. 

On ne saura ici dénombrer que des ensembles de nombres très par- 
ticuliers et le plus grand espace numérique ici considéré, il, n'est 
que le plus petit corps totalement ordonné continu et complet 
qui contienne l'ensemble M, différent bien sûr du corps M lui-même. 

A titre de comparaison, l'ensemble des surréels construit par 
Conway à base de coupures de Dedekind itérées à l'infini, conduit 
au plus gros sur-corps de R totalement ordonné. Il contient à titre 
particulier, tous les ordinaux transfinis (l'addition y est commu- 
tative) ainsi que tous ses inverses. 

On comprend alors la différence de technicité entre ces trois ten- 
tatives modernes de légitimer le rêve Leibnizien. 

Toutes les branches des Mathématiques, y compris la, Mécanique 
classique et la, Relativité Générale, lorsqu'elles recourent aux struc- 
ture de nombres réels ou entiers standard en particulier pour 
intégrer une équation différentielle, pourraient trouver bénéfice à 
ces élargissements très simples des ensembles R et N, qui sont ici 
pour la première fois proposés. 

Le plan de cet article est le suivant : 

Dans la première partie, on étudie les propriétés de l'extension de 
M, notée Mq. C'est une algèbre de dimension infinie dcnombrable, 
totalement ordonnée. On prolonge analytiquement les fonctions 
de classe C°° de M dans Mo et l'on montre l'utilité de ce prolonge- 
ment pour le calcul des différentielles. 

Dans la deuxième partie, on construit le prolongement intrinsèque 
de l'ensemble des nombres entiers standard, noté Ni, puis l'extension 
inductive de Ni. On montre ensuite l'utilité de ces nouveaux 
ensembles de nombres entiers pour le calcul des intégrales. 
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Dans une troisième partie, on définit un corps archimédien noté 
fi qui est l'extension naturelle de l'ensemble R contenant à titre 
de sous-espaces Ro et munis de leurs propriétés algébriques et 
ordinales. 
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1 De nouveaux nombres "réels". 
Premières propriétés de l'ensemble IR[o] 

1.1 Propriétés algébriques et ordinales de 

K = mx]] 

L'ensemble des séries formelles à une indéterminée 

muni des lois usuelles est bien sûr un espace vectoriel de dimension 
infinie dénombrable sur M et un anneau commutatif unitaire. 

Proposition 1.1 (M[[X]],+, x) est un anneau intègre. 

Preuve : Soit x = '^k>ord(x) ^k^^, ord{x) est le plus petit entier 
k tel que 7^ 0. Par convention, ord{0) = +00. On montre que 
ord{x X y) = ord{x) + ord{y). Si x x y = et x ^ 0, y 0, 
contradiction. 

Remarque 1.2 Les coefficients peuvent être en nombre infini 
non nuls mais les puissances k de X dans sont toutes finies. 

Définition 1.3 On définit un ordre total surM.\\X\[. C'est l'ordre 
lexicographique 

x = y ssi Vn € 'N Un = bn 
Sinon, soit p = ord{y — x), i.e. i^n < p) an = bn et a-p ^bp. 
Alors X < y ssi ttp < bp. On a x < y ssi {x = y) ou {x < y). 

Proposition 1.4 (R[[X]], +, -, x, <) est une algèbre totalement 
ordonnée. 

Preuve : On démontre seulement que < est compatible avec la 
multiplication interne (ce n'est pas le cas dans C puisque, si i 
était positif, on aurait i'^ = —1 positif). Si x = J^kyp^kX'' > 
6t y = ^i>q biX^ > 0, avec p = ord{x) et q = ord{y), on a Op > 
et 6q > donc apbg > et x x y > 0. 

Remarque 1.5 A partir de maintenant, on note la structure to- 
talement ordonnée de M.[[X]] par Mq, en souvenir de I. Newton 
([5] et [6, p. 261]) et l'on considère les éléments de la structure 
d'algèbre totalement ordonnée (Mo, +, -, x, <) comme aussi "réels" 
que les éléments de la structure (M, +, x, <). 

On ne peut recourir à la notation M[o] (resp. M(o) J car elle 
est déjà utilisée dans [7, p. 182] par exemple, pour désigner le plus 
petit sur-anneau (resp. sur-corps) de M qui contient l'élément 
transcendant nouveau 0. C'est l'ensemble des polynômes de degré 
fini (resp. fonctions rationnelles) du nombre o. 
Cf. également la sous-section 3.4- 
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Ro n'est pas un corps. Il n'est pas non plus archimédien car, 
selon l'ordre lexicographique précédent : 

(Vfe eN) ko< 1, noté < o < 1 

On dit que o est infiniment petit, ou infinitésimal. On note aussi 

a; < y ssi {\/k G N) k\x\ < \y\ 

xs = t = ao est la partie standard du nombre réel x. 

u = X — xg est sa partie infinitésimale. 

]x[= {y G Mo/ys = xg} est la coupure infinitésimale de Mo en x 
et [0[ la demi-coupure à droite en 0, c'est l'ensemble des nombres 
infinitésimaux positifs de Mo. 

Tout élément de Mo s'écrit donc de manière unique x = t + n, 
avec i G M et |«| -C 1, it G ]0[ et a^o^ est le moment d'ordre k de 
X = Efc>o (^ko'' pour k>0. 

1.2 Le prolongement analytique d'une fonc- 
tion de classe C°° de R dans Mq 

R.Godement étudie rapidement dans [6, p. 264- 7] le prolongement 
analytique dans R[X]/{X^) (/ = 2 ou 3) d'une fonction numérique 

de classe . Ici, tout se passe de la même manière sauf que la 
Série de Taylor peut avoir un nombre infini dénombrable de ter- 
mes non nuls. 

Une fonction / de M dans Rq s'écrit t i — > f{t) = J2i>o 

tous les fi sont des fonctions numériques infiniment dérivables. 

On peut considérer les suites {f^''\t))i^^ et définir la dérivée k- 

ième de / par :R^R„t^ /^(O = E,>o ft^i^- 

Même si la Série de Taylor en t de la fonction numérique fi a un 
rayon de convergence Ri = en Analyse Standard, elle converge 
à l'intérieur de la coupure infinitésimale ]t[ car le nombre noté 
fi{t + u) = X^^.>o élément bien défini de Rq. 

Définition 1.6 Le prolongement analytique d'une fonction f de 
classe C°°, de R dans Ro est la fonction notée f de Rq dans Wg, 
telle que 

Remarque 1.7 On peut calculer dans Mo tous les coefficients des 
puissances finies de o, avec u = Yljyi'^j^ ■ Pour vérifier ces 
égalités, il suffit de considérer 

m + u) = Y.0<^<NT.0<k<Nyf'\t)[T.l<,<N^3O^fo' 
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qui a la même partie standard et les N premiers moments in- 
finitésimaux que f{t + u). 

Remarque 1.8 On ne peut définir dans cette topologie une no- 
tion classique de dérivée car u n'est pas inversible. 

On pourrait définir une simple opération de dérivation dans l'ensem- 
ble des fonctions / par l'égalité f ' = f ■ On préfère définir une 
topologie sur Mq pour vérifier la difFérentiabilité de cette fonction. 

Proposition 1.9 Dans la topologie d'ordre de Mo? on a : 

(Ve G M+*)(3îy e M+*)(V/i G M^) 
\h\<'n^ \f{t + h)- m - f'{t)h\ < e\h\. 

Preuve : on prend £ et 77 infinitésimaux et 

\f{t + n) - f{t) - fit)u\ = |Efc>2 Bf^'Ht)u'\ <A.u^ 

pour tout réel standard A tel que A > du fait de l'ordre 

lexicogr aphique . 

On a bien (Ve G [0[)(377 € [0[)(Vm g]0[) \u\ < t] ^ A-u"^ < e\u\. 
Il suffit de prendre r) = 

Remarque 1.10 f'{x) = ^^^Qj2k>oft^^\'t)T\^^- On ne dérive 
que la partie standard. On dira donc que cette opération de "dériva- 
tion" fournit la dérivée partielle de f, par rapport à la partie stan- 
dard de X. 



Proposition 1.11 / : M+ — >M.+,ti — ^ avec a>0, M+* — > 
M"*"* si a < 0. On prolonge analytiquement f dans Mj" si a > 0, 
M+\[0[ sta<Oet f{x) = t» Efc>o ^^(f )' «««c = -(-')-^->'- 
même si a n'est pas un entier. 



Corollaire 1.12 Tout nombre non infinitésimal est inversible et 

t+u ~ t Z^k>0\ ^) \t) ■ 

Proposition 1.13 On a f{x -\- v) = X^q>o ^ f^'^Hx)v'' pour tout 
X e Ro, \v\ < 1 ei = fil). 

Preuve : on prouve l'égalité jusqu'au moment infinitésimal d'ordre 
N. On a /Ar(x + v) = J2o<k<N hJ^^^^'^)i^ + ■ Classiquement, 

In{x+v) = E„<,<^E„;j,/W(t)^^ 

= lloKqKN ^\T.q<k<N Jk^.f^^\t)^'"~>'' Qui a le même début 
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1.3 Deux types de différentielles et leurs re- 
lations réciproques 

Lemme 1.14 (Théorème des différences finies [7, p. 204]) 

Soit {un)nef^j ^'ïfi suite réelle. An„ = Un+i — Un et A^'^^Un = 

APun+i - APun. On a A^u^ = Y:l=^{-iy-^C^Un+k. 

Preuve par récurrence à partir de A^m„ = (ttn+2 — Un+i) — (^n+i — 

Un) = Un+2 - 2'Un+l + Un- 

Il en est de même du prolongement analytique d'une fonction 
/ de M dans Mq, de classe à l'intérieur d'une coupure in- 
finitésimale ]t[, pour l'opérateur de différentiation D défini par 
récurrence comme A. 

Définition 1.15 On appelle p-ième différentielle de f et on note 
DP f la fonction de Mo dans ]0[ définie par récurrence par 

Df{x) = f{x + o) - f{x) et DP+^f{x) = DPf{x + o) - DPf{x) 

Proposition 1.16 On a : 

= ELo(-ir'^p/> + M = En>o^/^"ni) avec 

x;{u) = ELo(-ir'^p(« + M"- 

La démonstration est la même que celle du Lemme 1.14. 

Corollaire 1.17 X-^{u) = si n < p et X^{u) = ploP. 

Preuve : On écrit la relation précédente pour un polynôme / 
quelconque de degré p — 1. DP f{x) = car le degré du polynôme 
diminue d'une unité à chaque difi'érenciation. 

On a aussi f^'^\t) = si n > p et donc aucune condition 
sur Xp{u) dans ce cas. Par contre, si n < p, il faut que les 
coefficients Xp{u) soient tous nuls pour que la relation DP f{x) = 
soit vérifiée quelle que soit la fonction /. 

Enfin, DP-^f{x) = ap-i{p-l)\dP'^ et f^-^\t) = ap_i(p-l)! 
oii Op-i est le coefficient du monôme dominant de /. Donc 

En>o ^^&\t) = + + = DP-^f{x) et 

XlZl{u) = {p-\)\dP-^ 

Définition 1.18 On appelle différentielle d'ordre n notée d^f, la 
fonction de Mq dans ]0[ définie depuis G.W.Leibniz par 

ci«/(x) = /(")(a;)o" (o = dx) 
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Remarque 1.19 On n'utilise pas la notation de Leibniz ^ = 
J{n) çQj, Q n'est pas inversible. 

Corollaire 1.20 On a DPf{t) = Y.n>p iS-d^'fit) avec 

Cette relation donne les différentielles p-ièmes en fonction des 
différentielles d'ordre n avec n < p. On donne plus loin les re- 
lations réciproques. 

Remarque 1.21 En particulier, Df{t) = df{t) + \(f f{t) + \d? f{t) 
+l^éf{t) D^f{t) = d^f{t)+d?f{t)+^éf{t) ...et D^m = 

Proposition 1.22 Ona^ = ^^^^^^^(-l)^-^^^ où 

t G M KpZi est la somme des C^Zi = C'p-i produits possibles 
de p — n facteurs pris parmi les p — 1 premiers entiers non nuls. 

Preuve : On a /jv(t + ko) = f{t) + ^^^^ ^-S^k"" où N et k 
sont deux entiers finis suffisamment grands. On démontre par 
récurrence finie que /jv(t + ko) = f{t) + ^^^^ CjlDPf{t). 

Si p > 2, Cl = = i,[EL,(-i)p-"K;:r X n et 

ÏNit+ko) = fit)+kDm+E2<p<N[Ei<n<pi--^y-''K-ik''^^ 

= m + kDfit) + ^^<„<^E^|2^^(-l)P-n^p^Jfe-. 

Le coefficient de k (pour n = 1) est Df (t) — ^ ^^^^ + ^ ^^^^ — . . . 
car K^p_\ = {p — !)!• H est égal df{t) d'après la première égalité. 
Les deux coefficients de fc" (pour n > 1) sont égaux et donc 

rf"/jv(*) _ V ( ^\v-nT^P-n D^Kt) 
n+l<p<N 

On prolonge les égalités jusqu'à l'infini (pour toute valeur finie N) 

n! — \ ^) p\ 

n+l<p 

Remarque 1.23 On trouve en particulier que df{t) = Df{t) — 

d^m = D^m-iD^m.... 

1.4 Conclusion 

On donne ici deux citations, l'une est de N.Bourbaki, l'autre est 
de R.Godement : 
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"il faut bien reconnaître que la notation leibnizienne 
de différentielle n'a à vrai dire aucun sens ; au début 
du XIXème siècle, elle tomba dans un discrédit dont 
elle ne s'est relevée que peu à peu ; et, si l'emploi des 
différentielles premières a fini par être complètement 
légitimé, les différentielles d'ordre supérieure, d'un us- 
age pourtant si commode, n'ont pas encore été vrai- 
ment réhabilitées jusqu'à ce jour" [8, p. 216] et [9]. 

Ces notions qui reposent sur des "infiniment petits" 
que personne n'a jamais pu définir, ont fait inutilement 
cogiter et divaguer beaucoup trop de gens pour qu'on 
leur attribue maintenant un autre rôle que celui d'une 
explication historique de la notation différentielle" [6, 
p.260]. 

Ce problème ancien a été je crois, ici résolu au bénéfice de la 
rigueur "et" de la compréhension. 
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2 De nouveaux nombres "entiers" 

définis à l'unité près. 

Propriétés des ensembles N[E] et ^^ 

2.1 Les conditions générales pour construi- 
re un nouvel ensemble de nombres entiers 

On s'appuie ici sur l'approche cantorienne [10, 11] et bourbachique 
[12] pour "construire" un nouvel ensemble de nombres entiers 
comme espace- quotient d'un certain type d'ensembles par 
une certaine relation d'équivalence (c'est l'équipotence en- 
tre deux ensembles presque quelconques pour le "cardinal" et 
une bijection croissante entre deux ensembles bien ordonnés pour 
1'" ordinal"). 

Deux autres conditions, également cantoriennes, semblent nécessai- 
res pour pouvoir considérer chaque classe d'équivalence comme un 
entier naturel : 

1) L 'Espace-quotient est bien et totalement ordonné, il commence 
par suivi de tous les entiers standard. 

2) Il est muni d'une loi d'addition qui lui confère une structure de 
semi-groupe (monoïde) commutatif ou non. 

Par contre, la propriété de l'Espace-quoticnt d'être muni d'une 
application successeur qui lui confère la structure d'un "modèle 
non standard de l'Arithmétique de Peano" (cf. la Remarque 
2.8) ne semble pas nécessaire pour pouvoir considérer ses éléments 
comme des nombres entiers. 

2.2 La construction de N[S] = J/ = 

Soit = {xi = t + k-o/t e M;A; € Z}. J est l'ensemble des 
"intervalles" de M^, notes [[zi, a;'^]]i ou [[.ti,.t'^ + o[[i, avec : 

si G M^, [[a;i,a;'i]]i = [xi,xi] nM^ 

Remarque 2.1 Ni Rq ni ne vérifient la propriété de la borne 
supérieure dans leur propre topologie. Par exemple [0[i= [0[nIRj 
est majoré par tous les réels standard strictement positifs, il n'est 
pas borné. 

Les intervalles de J sont par contre tous bornés par leurs 
extrémités dans la topologie de R^. Les bornes de ces intervalles 
sont donc uniques. 

La relation d'équivalence sur J est évidemment la suivante : 
[[a;i,a;'i]]i = [[yi,yi]]i ssi x'^ -xi = y[-yi 
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2.3 Premières propriétés de N[S] et Rl'^ 



On montre principalement que ces deux ensembles sont deux 
modèles non standard isomorphes de l'Arithmétique de 
Peano. 

Ce résultat va permettre d'intercaler entre M"*" et un en- 

semble inductif Mq+, ce qui permettra entre autres de faire des 
démonstrations par induction dans C 

On pourra compter exactement le nombre de pas o entre deux 
réels standard positifs mais on ne peut pas définir un suc- 
cesseur dans car ces nombres de pas sont toujours infini- 
ment grands comme on va le démontrer. Ils n'ont donc pas de 
plus petite valeur possible. 

Tout cela sera plus clair après l'introduction des notations (8) 
("croix") et ("slash"). 

L est la classe de l'intervalle [[1 • o, 2o, 3o, 

On l'écrit L = #[[o, xi]]i et l'on dit que L est le nombre d'éléments 
de cette "suite" arithmétique de premier terme et de raison o. 
On note E = #[[o, l]]i et, puisque k = #[[o, ko]]i, par généralisation 
on note xi = L (g) o. Par conséquent ko = k ^ o et 



L ne dépend que de xi. On peut donc aussi noter L = T, xi et 
puisque 1 = #[[o]]i, on a aussi : 

S0o= 1 

Remarque 2.2 Les deux égalités E(8)o = 1 et T, o = 1 ne 
signifient pas du tout que T, et o sont inverses l'un de l'autre 
puisque et ne sont pas des lois internes mais seulement des 
notations bien définies. 

Ces deux notations sont suffisantes pour démontrer le Théorème 
suivant. 

Théorème 2.3 Les ensembles et N[S] sont en bijection par 
les applications bien définies tp : — > N[S], xi i — > S xi et 
V- : N[S] Rl+, L^L®o. 

Preuve : L = #[[o, s'écrit à la fois L = S xi et xi = L o. 
En les combinant, on obtient les identités remarquables : 



S0o = 1 



(E xi) o = xi et S (L o) = L 



qui signifient exactement : 
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Corollaire 2.4 On transfère la structure de semi-groupe totale- 
ment ordonné de (Mp''", +, <) vers (N[S], ©, :<) par les applications 
(f et ip et 

L®M = T.(Z){L®o + M®o) 

Proposition 2.5 Les éléments de N[S] \N sont tous plus grands 
que tous les entiers standard de N. Es sont infiniment grands mais 
définis à l'unité près (i.e. L ®1 ^ L). 

Preuve : Si xi n'est pas infinitésimal, o <C xi et, par isomorphisme 
L est supérieur à tous les entiers standard. Si L 1 = L alors 
ip{L © 1) = il){L) + o = ip{L). Contradiction. 

2.4 Deux modèles non standard de l'Arith- 
métique de Peano 

Définition 2.6 Soient s : Rj+ — > xi i — > xi + o et 

S : N[S] — > Np]*; L I — > L© 1. Ces applications "successeur" 
sont bien définies. 

Théorème 2.7 (Résultat principal) {Wl,s) et (N[S],S') sont 
deux modèles non standard isomorphes de l'Arithmétique de Peano 
[13, U, 15]. 

Preuve : L'application s est bien une bijection. Il reste à prouver 
que est l'ensemble minimal qui contient et tous ses suc- 
cesseurs par s. Soit E Ç tel que G et s{E) Ç E. On 
démontre que E = MJ^. 

Soit xi G IRq^- SQxi est le nombre d'éléments de [[o, 2o, 
et l'on passe d'un terme à l'autre simplement en ajoutant o. Par 
conséquent, Xi est le SQxi-ième successeur de o par l'application 
s et xi Çl e. 

Par isomorphisme, (N[S], S) est aussi un modèle non standard de 
l'Arithmétique de Peano. 

Remarque 2.8 II fallait considérer S xi comme un nombre 
entier pour pouvoir appliquer la propriété s{E) Ç E autant de 
fois. 

On peut définir une somme © ("plus") et un produit o ("fois") 
généralisés dans le prolongement inductif de N[S], par les 
équations inductives [14, p. 264] : 

L©0 = LetL© S{M) = L © M © 1 
Lol = L et Lo S{M) = LoM®L 
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Ces lois sont définies de proche en proche, par induction dans bî. 
On démontre par induction toutes les propriétés de l'anneau to- 
talement ordonné (i^,©,o, ^). 

Proposition 2.9 ^ = {Eo<fc<iV ak^^/{N G N* 

oat > 0) ou {N = 0, oo G N)} si Von note par un produit externe 

Uk^^ le nombre entier (S0afc)oSo---oS (k — 1 produits). 

Preuve : contient au moins tous ces nombres entiers puisque 
c'est un sur-anneau de N[S] = (/^(Mo"'") = 

{E ai © ao/(ai G M+* et oq G Z) ou (ai = et ao G N)} 

Il ne contient qu'eux puisque c'est l'ensemble minimal contenant 

I et S, comme prolongement inductif de N[S]. 

2.5 Une démonstration rigoureuse et intui- 
tive du Théorème fondamental de l'Analyse 

L'impossibilité à certaines périodes de l'Histoire de satisfaire aux 
exigences de la rigueur et à la nécessité d'une certaine intuition 
poTir trouver des résultats nouveaux en mathématiques, semble 
être l'un des leitmotiv des Eléments d'Histoire des Mathématiques 
de N.Bourbaki [8]. 

Par exemple, à propos de l'intégration faite par Leibniz des équations 
différentielles, il nous dit : 

"il se tient très près du calcul des différences finies 
dont son calcul différentiel se déduit pas un passage à 
la limite que bien entendu, il serait en peine de justifier 
rigoureusement" [8, p. 208]. 

II devient possible de montrer que l'intuition de Leibniz était 
rigoureusement juste : dans l'intégration d'une équation différenti- 
elle, tout se passe en effet comme si les sommes et les différences 
sont finies (et définies). 

Lemme 2.10 (Théorème des sommes et différences finies [8, p. 204]) 
On définit sur l'ensemble des suites numériques standard deux 
opérateurs S et A qui sont réciproques l'un de l'autre : 
bn = San = On-l + ■••Oo (on a bo = 0) etcn = Abn = bn+i - bn- 

Preuve : On a ASun = On et 5Aa„ = (6„-6„_i) + (6„_i-6„_2) + 
...(62-6i) + (6i-M = 

bn après n simplifications. 

Théorème 2.11 Soit f une fonction C°° de R dans Rq- Les 
primitives G de f sont les solutions de l'équation différentielle 
DG{xi) = f{xi)o pour xi G Ro"*". 

Ce sont les fonctions de Ro"*" dans Ro définies par la somme 
intégrale.- 
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G{xi) = G(0) + E fiyL)o 
yLe[[o,xi[[i 

après S xi simplifications (la preuve est la même que celle du 
Lemme 2.10). 

Remarque 2.12 La partie standard de cette égalité s'écrit en 
Analyse Standard 

g{t)=g{0) + fif{y)dy 

Proposition 2.13 G est NS*-continue au sens de l'Analyse Non 
Standard de Robinson [3], i.e. G{]t[i) Ç \G{t)[, avec ]t[i=]t[nMj. 

A;— 1 

Preuve : G{xi + ko) - G{xi) = f{xi + no)o e ]0[. 

n=0 

Remarque 2.14 On utilise l'astérisque pour indiquer qu'il s'agit 
d'une nouvelle approche de l'Analyse Non Standard. 

Bien sûr, la NS*- continuité d'une fonction en un point est 
une propriété beaucoup plus faible que la continuité d'une fonction 
standard. 
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3 Les principaux résultats 



Théorème 3.1 R[[X]] = {Efc>o«fc^Vafe ^ ^} 

muni des lois 

usuelles et de l'ordre lexicographique tel que < X <C 1, est une 
algèbre intègre totalement ordonnée. 

Preuve : cf. la Proposition 1.4. 

Proposition 3.2 (Rq) +> ■) esi un espace vectoriel topologique pour 
la topologie d'ordre. 

Preuve : On montre de manière standard, que la loi interne et la 
loi externe sont toutes les deux continues pour cette topologie. 

Théorème 3.3 = {Eo<fe<iv ^ e K,ao G Z, 

ajv > 0) ou {N = 0, ao £ N)} muni de l'ordre lexicographique 
tel que 1 <^ Y et des lois adéquates, est un anneau commutatif 
unitaire, totalement et bien ordonné. 

Preuve : cf. la Proposition 2.9. 

Proposition 3.4 (K, S) est un modèle non standard de l'Arithmé- 
tique de Peano. 

Preuve : C'est une propriété équivalente au fait que K est le pro- 
longement inductif intrinsèque des ensembles N et N[S] pour S. 

3.1 Les premières propriétés de (ri, +, x, <) 

Théorème 3.5 = {T.k<N o-kZ^ / € Z,ak € R,aN ^ 0) ou 
{N = —oo)} muni des lois usuelles +, x et de l'ordre lexicographique 
tel que 1 <^ Z, est un corps archimédien pour le prolongement in- 
trinsèque H cie N. 

Preuve : c U pour 1" = Z = S, < A; et oq G N. 

M[[X]] C n pour X = Z-^ = a, N <0. 

Un élément non nul quelconque de O, s'écrit pour ajy 7^ : 

X = GN^^ + ajv-iS^-^ + . . . a_„o" + • • • = ajvS^(l + + 

. . . ^0^+" + ...) = aivS^(l + u), avec n G et |n| < 1. 

Son inverse est ^o^(l - u + . . . + . . . ) G Ro si 

N >0 et - « + u2 . . . + ...) e n si -N > 

(cf. le Corollaire 1.12). 

Soient a G îî* et 6 G îî. 

On divise b par a et x = - £ Q. On appelle troncature entière 
de a:; = Ylk<N '^kZ^, le nombre entier naturel L = Ylk<N^kZ'' 
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avec bk = si k < 0, bo = [ao] et b^ = si k > lorsque x > 0, 
son opposé lorsque x < 0. 

Par ordre lexicographique, onaL<|a;|<L+l. Donc, si 
X > (a > et 6 > 0), (L + l)o > 6 > 0. Si x < (a > 
et 6 < 0), — (L + l)a < 6 < 0. Il y a toujours un multiple du 
dénominateur qui dépasse le numérateur. 

Remarque 3.6 L 'ensemble J7 n'est ni valué, ni uniforme puisque 

\y -x\e 0+ 

or certains traités de N.Bourbaki [9, 16, 17] sont écrits pour un 
corps de scalaires K qui est normé, le plus souvent M ou C. 

Le premier volume de Topologie [18] et la première moitié 
du second [19] visent par contre explicitement à "se débarasser 
des nombres réels" ([18] p. 8) standard. Ils peuvent donc être ici 
utilisés. 

Proposition 3.7 (Mo^+j x) esi un anneau topologique [19]. 

Preuve : la preuve de la compatibilité de l'addition avec la topolo- 
gie d'ordre est classique. On sait que la compatibilité de la mul- 
tiplication est équivalente aux deux axiomes {ATma) et {ATuib) 
de [19, p. 75]. {ATiiia) donne 

(Ve G M+*)(377i,772 G M+*)(Vx,y G Mo)|x| < 771, |y| < 772 ^ \xy\ < e 

On prend < o^" < e et 771 = r/2 = o". (ATnib) donne 

(Ve G M+*)(3j? g M+*)(Vx G Mo)|a:| < r] ^ \xox\ < e 

Si Xq ^ 0, on prend ï] = Sinon, il suffit de prendre r] = £. 

Proposition 3.8 (fi,-!-, x) est un corps topologique [19]. 

Preuve : la continuité étant une propriété locale, la preuve que 
(O, +, x) est un anneau topologique est la même que précédemment. 
Il faut vérifier l'axiome (KT) de [19, p. 83]. Soit, pour xq ^ 0, 

(Ve G M+*)(3r/ G M+*)(Vx G Ro)\xo\ < ^ ^ l~ ~ ~~l < ^ 

On prend r? = m/(e#, alors |x| > ^ et ^ < | < £ 

même si xo = u est infinitésimal car u 7^ est inversible (cf. le 
Théorème 3.5). 

Remarque 3.9 N.Bourbaki reconnaît dans la Note historique de 
[19, p. 223] que la droite numérique standard est obtenue par lui 
par la complétion du groupe additif Q faite pour la première fois 
par Cantor en 1872 (... et Meray en 1869 [6, p. 245]) et non pas 
par la méthode des coupures de Dedekind. 

La première est classiquement faite dans un espace métrique 
ou seulement uniforme ( cf. la Remarque 3.6) et la seconde exige 
uniquement une relation d'ordre total. 
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3.2 Les propriétés ordinales de {Q, <) 

On montre que M n'est pas continu (au sens de Dedekind [20]) 
dans l'ensemble Rq- On cite tout d'abord R.Dedekind : 

Mais en quoi consiste exactement cette continuité? 
Tout tient dans la réponse à cette question, et c'est 
par elle seule que l'on obtiendra un fondement scien- 
tifique pour l'investigation de tous les domaines 
continus. 

Je trouve l'essence de la continuité... dans le principe 
suivant: 

"Si tous les points de la droite se divisent en deux 
classes telles que tout point de la première classe se 
situe à gauche de tout point de la deuxième, alors il 
existe un et un seul point qui produit cette répartition 
de tous les points en deux classes, cette coupure de la 
droite en deux parties" [20, p. 19-20]. 

Cela peut se formaliser de la manière suivante. 

Définition 3.10 E est un ensemble totalement ordonné. On dit 

que {Cg , Cd) est une coupure de E ssi 

CgUCd = E et (Vx G Cg)(Vx' G Cd)x < x' 

Remarque 3.11 On voit plus loin pourquoi on permet aux deux 

parties de la coupure d'avoir une intersection non vide. Mais ce 
n'est pas une obligation (sinon, la propriété serait triviale). 

Définition 3.12 E Ç F sont deux ensembles totalement ordonnés. 
E est continu dans F ssi, quelle que soit la coupure (Cg,Cd) de 
E, il existe toujours un seul z £ F tel que 

(Vx G Cg){W eCd) x<z<x' 

E est continu (discontinu) ssi il est (n'est pas) continu dans lui- 
même. 

Proposition 3.13 M n'est pas continu dans l'ensemble Mo- 

Selon la définition précédente, R.Dedekind démontre dans [20] que 
Q est discontinu mais continu dans R et que R est continu. 

Par contre, l'ensemble M n'est pas continu dans car toute 
une coupure infinitésimale vient s'intercaler entre les deux parties 
d'une coupure de Dedekind de la droite numérique R standard. 

Proposition 3.14 Rq est continu. 

Preuve : Soit {Cg, Cd) une coupure de Rq. On a aussi 
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(Vx5 € C^)iWs € C|) xs < x's et U C| = R 

(C^, C^) est une coupure de M et puisque M est continu, il existe 
un i G M unique tel que 

(yxs e C^){yx's e C|) xs<t<x's 
Soient Cg l'image de l'ensemble Cg fl ]t[ par l'application 

X I — > E(x — t) de ]t[ dans Mo 

et l'image de Crfn]t[ par la même application. On montre que 
cette application est bien définie, bijective et croissante et que 
{Cg,C^) forme une nouvelle coupure de Mo- 

Il existe par le raisonnement précédent, un seul nombre réel 
standard ai tel que (Vys € Cg^){yy's £ Cd^) Us <ai< y'g. 
On appelle troncature à l'ordre N du nombre x = "^k^o^kO^ , le 
nombre Tn{x) = X^o<fc<iV '^fe'^^- ^ VS = '^{Ti{x) — t) lorsque 
X G ]t[ et 

(Vx G Cg)(Vx' G Cd)Ti{x) <t + aio< Ti{x') 

Par récurrence finie, quelle que soit la valeur finie de iV, on trouve 
les valeurs uniques de aj- avec 0<fe<iVetao = t telles que 

(Vx G Cg)(Vx' G Cd)rAr(x) < Y. akO^<TN{x') 

0<k<N 

Donc (Vx G Cg)Çix' G a; < X]jt>o «ifcO*^ < et a = Y^^>q akO^ 
est l'élément unique de Mo cherché. 

Proposition 3.15 O esi continu. 

Preuve : elle est la même que précédemment. On prend les ap- 
plications de ri dans fi, x i — > S x (x — ak) qui sont bien définies 
car fi est un anneau, bijectives et croissantes. 

3.3 Les propriétés algébriques et ordinales 

de {yt, +, -, X, <) 

Définition 3.16 Dans un espace muni d'une topologie d'ordre, 
une suite de Mo ^st une suite de Cauchy* ssi 

(VeG M+*)(3Ar > 0)(Vp > iV)(Vg > N) - e < Up - Uq < e 

Proposition 3.17 Mo est complet* dans sa topologie d'ordre, i.e. 
toute suite de Cauchy* est convergente dans Mo. 
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Preuve : Soit une suite de Cauchy* dans Mo- Alors 

(Vra > 0){3Nn > 0)(Vp > iV„)«iv„ - < Up < un„ + 

Ses n premiers moments sont constants à partir du rang Nn. 
La suite iuN„)neN est donc convergente vers un nombre unique / 

de Mo et 

(V£ G M+*)(3Ar„ > 0)(Vp > Nn)\up - l\< o"-i < e 
Proposition 3.18 U est complet* dans sa topologie d'ordre. 
La preuve est la même. 

Remarque 3.19 Mo et O sont munis d'un NS*-produit scalaire 
qui vérifie toutes les propriétés d'un produit scalaire standard, 

c'est le simple produit interne. 

On dira que ce sont des NS*-Espaces de Hilbert mais ce ne sont 
pas des Espaces de Hilbert (cf. la Remarque 2.14). 

3.4 Deux nouvelles caractérisât ions de Q, 

M(E) = M(o) est le corps des fractions de l'anneau des polynômes 
de degré fini M[S] ou M[o]. C'est le plus petit sur-corps de M 
contenant S et son inverse o (cf. la Remarque 1.5). 
On le munit de l'ordre lexicographiquc tel que 

< o< K E 

Cette structure algébrique et ordinale n'est ni continue (la coupure 

2 3 4 

définit une série formelle 1 + f — % + ff5 — 5^ . . . qui n'est pas 
une fraction rationnelle) ni complète* (les troncatures successives 
de cette " racine" de o forment une suite de Cauchy* qui n'est pas 
convergente dans M(o)). 

On démontre que Q est le complété* de M(S) = M(o) et que 
M(E) = M(o) est continu dans fi. 

On pourra alors dire {Résultat principal) : 

{Q, +, X, <) est le plus petit sur-corps de M totalement ordonné, 
continu ou complet*, différent de l'ensemble standard M. 

Lemme 3.20 En tant qu'algèbres, M(o) C fi. 
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Preuve : toute fraction rationnelle est développable en une 
série formelle S{6) G Rq = ssi Q{o) n'est pas infinitésimal 

n'admet pas pour pôle [7, p. 240]). 

Si ce n'est pas le cas, Q{o) = o^Q\{o) avec = S\{o). 

Alors, = X Si{o) G O. 

Définition 3.21 On note série formelle*, un élément quelconque 
de fl. 

Théorème 3.22 Q, est l'ensemble des limites des suites de Cauchy* 
de M(o) muni de l'ordre lexicographique de Autrement dit, Q 
est le complété* de M(o). 

Preuve : elle est immédiate. Soit une suite de Cauchy* ( ^"(oj )ngN 
de M(o) C O,. O, est complet* donc la suite converge vers un 
élément unique de fi. 

Réciproquement, soit S{o) une série formelle* de o qui n'est 
pas le quotient exact de deux polynômes de o (par la division 
selon les puissances croissantes). Les troncatures successives de 
cette série* forment une suite de Cauchy* de R(o) qui converge 
évidemment vers cet élément de Q. 

Théorème 3.23 On peut assimiler O à l'ensemble des coupures 
de M(o). Autrement dit, M(o) est continu dans iî. 

Preuve : On sait que M(o) est discontinu. Soit {Cg,Cd) une 
coupure quelconque de ]R(o). Soient 

C, = {Sa{o) G 0/(VF,(o) G C,)F,(o) < 5,(o)} 

C'g = {Sgio) G n/{yFdio) G Cd)Sgio) < Fa{o)} 
On démontre que {C'g, C'^) est une coupure de 

On a Cg C C'g et C C'^. Soit S{o) G O.. Deux cas sont à 
considérer : 

(3Fd(o) G Cd)Fa{o) < S{o) alors S{o) G C^. 
(VFrf G Cd)S{o) < Fd{o) et S{o) G C^. 

<Z Cg]^ C'^ ei puisque C'g\JC'^ C iï, on a la première condition 

C'g\jC', = Çl. 

Soient Sd{o) un clément quelconque de et ^^(o) un élément 
quelconque de C^. Il faut montrer que Sg{o) < Sdio). 

Si ce n'était pas le cas, on aurait Sd{o) < Sg{o) puisque est 
totalement ordonné. Il existe alors une fraction rationnelle qui 
est strictement comprise entre Sd{o) et Sg{o), c'est la somme finie 
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F{o) = r^( ^d(o)+Sa(°) ) a^ec ^ ^ ord(5d(o) - 5g(o))) qui est un 
nombre fini puisque Sd{o) ^ Sg{o). 

Il y a une contradiction, soit parce que F{o) G Cg et Sd{o) < 
F{o), soit parce que F{o) G et F{o) < Sg{o). 
Puisque fi est continu : 

G 0)(V5,(o) G C'g){ySa{o) G C^)5,(o) < < Sa{o) 

En particulier : 

(yFgio) GCgC Cp(VFrf(o) G Q C C^)F3(o) < 8(0) < FM 

S{o) est unique à partager la coupure (Cg, Cd) car s'il existait T{o) 
ayant la même propriété, le même raisonnement que précédemment 
prouverait qu'il existe une fraction rationnelle entre S{o) et T(o). 

M(o) est donc continu dans Çl. Comme M(o) est le plus petit 
sur-corps de M contenant l'élément nouveau o, on "dit" que Q est 
le plus petit sur-corps de M qui soit continu. 

Conclusion 

Les trois résultats principaux de cette recherche sont les suivants. 

1. L'algèbre totalement ordonnée x,<) est le plus 
petit sur-corps de R totalement ordonné qui soit com- 
plet*, après l'ensemble standard R. 

2. L'algèbre totalement ordonnée ($7,+, x,<) est le plus 
petit sur-corps de M totalement ordonné qui soit continu 
dans lui-même, après l'ensemble standard R. 

3. Le modèle non standard de l'Arithmétique de Peano 

x,<) est le prolongement intrinsèque de l'ensemble 
standard N car il ne dépend d'aucun paramètre choisi ar- 
bitrairement. 

Autrement dit, les ensembles Q et sont les plus simples ex- 
tensions non standard des ensembles M et N. 
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